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¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª¡�¢© ª´¦¢ ¯«�¶¡�­© ª�±´¢¡¬­�© µ ¦¢� ¡ª© ¯«�±¡©¡�¢ ¡© ¦�	­©ª¦¨ � ²
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' ���� ) �§ ¡¢�­±ª¡�¢ ² ¹¡» ¦¢� ¹¡¡» ´� � ¤�« ª´� ¡¢ ¡ª¡¦  ©ª¦ª� ± ¦©© ¦¢� ¦«� ¯«�©�«¶��
¨§ ± ¦©© ��«¡¶¦ª¡�¢© ¡¢ ³  £�«¡ª´¥ Â² ��« ¹¡» µ

b
¡© ¦¢§ ¡¢ª�£�«  ¦«£�« ª´¦¢ ª´�  ¦«£�©ª

É¢¡ª� �¢�¯�¡¢ª ¦¥�¢£ ª´�©� �¤ ª´� ©ª¦ª¡± ¡¢ª�«¶¦ © �¤ ª«¦¢©¡ª¡�¢ © ² ³¢§ �®ª«�¥ �
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�¨ ¡¬­� «¦§© ¡© ¹Â» µ ¨­ª ª´�©� �¡©¦¯¯�¦« ¦¤ª�« ª´� ¯«� 	 �±ª¡�¢ ©ª�¯ ¹�» ²
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¿�ª ­© ©¦§ ª´¦ª ¦ ¼½¸ÌÍ ¡© ��� "�"� �!6 1���("( ½´�¢ ¡ª© ­¢��« § ¡¢£ Ì�ª«¡ ¢�ª
¹�¨ª¦¡¢�� ¨§ «�¥�¶¡¢£ ª´� ©ª�¯½¦ª±´ ¦«±© ¦¢� É«¡¢£ ±�¢©ª«¦¡¢ª©» ¡© ¨�­¢��� ²
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' ���� ) ³¯¯«�® ¡¥ ¦ª�� ¯� §´��«¦ �¨�§ ¸´��«�¥ � ª�� ² Í�®ª µ ª´� ¢­¥¨�« �¤ ´§°
¯�«±­¨�© �¤ ©¡��

k
¡¢ ¦¢§ ¨�­¢��� ©­¨©¯¦±� �¤

Rn
¡© É¢¡ª� µ ©� ª´� ¢­¥¨�« �¤

±¦¢�¡�¦ª� �®ª«�¥ � ¶�«ª¡±�© ¤�« ª´� ¯� §´��«¦ ¡© É¢¡ª� ª�� µ ¦¢� �¢ § É¢¡ª� § ¥ ¦¢§
¯� §´��«¦ ±¦¢ ¨� ¨­¡ � ¤«�¥ ª´�©� ¦¢� ¦ É¢¡ª� ©�ª �¤ «¦§© ² ¸´� «�¦©�¢ ¤�« ª´�
«�©ª«¡±ª¡�¢ ª� ¡¢´�«�¢ª § ¨�­¢��� ¼½¸ÌÍ º© ¡© ª´¦ª «� ¦®¡¢£ ª¡¥ � ±�¢©ª«¦¡¢ª© ¥¦§
¥¦Á� ­¢¨�­¢��� ª´� ¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª�� ¨�´¦¶¡�« �¤ ¦ ¹©¡¥¯ § » ¨�­¢��� ¼½¸ÌÍ ²

ut

¼¡¢±� ¦¢§ ¯� §´��«�¢ ±¦¢ ¨� ¦¯¯«�®¡¥ ¦ª�� ¦© ± �©� § ¦© ��©¡«�� ¨§ ¦�	­©ª¡¢£
£«¡� ©¡Ê�

k
µ ª´� �®¦±ª £«¦¯´ �¤ ©ª¦ª� ± ¦©©�© ¥ ¦§ ¨� ¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª�� ¦© ± �©� § ¦©

��©¡«�� µ ¨­ª ª´�«� ¡© ¢�ª ¡¢ £�¢�«¦  ¦ ¨�­¢� �¢
k

©­±´ ª´¦ª ª´� ¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª��
£«¦¯´ ±�¡¢±¡��© ½ ¡ª´ ª´� �®¦±ª �¢� ¹ª´ ¡© ½�­ � ±�¢ª«¦�¡±ª ¸´��«�¥ �» ²

³  £�«¡ª´¥ � ´¦© ¨ ��¢ ¡¥¯ �¥ �¢ª�� ² ³¯¯«�® ¡¥ ¦ª¡�¢© �¢ § «�¬­¡«� ¯� §´��«¦
�¯�«¦ª¡�¢© ª§¯¡±¦  § ¯«�¶¡��� ¨§ ¦¶¦¡ ¦¨ � ¯� §´��«¦   ¡¨«¦«¡�© ² ³ © ¦¢ �®¦¥¯ � µ
ª´� ª¦¨ � ¨ � �½ ©´�½ © ©¡Ê�© �¤ ª´� ¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª�� ©ª¦ª� ± ¦©© £«¦¯´© ¤�« ª´� ¢�ª
� ¡£­«� Âµ ¤�« ¶¦«¡�­© £«¡� ©¡Ê�© ¦¢� ¤�« ª½� ¥�ª´��© ¤�« £«�­¯¡¢£ ± ¦©©�© ¹³  £�°
«¡ª´¥ � µ ­©¡¢£ �¬­¡¶¦ �¢±� ∼=

µ ¦¢� ¡ª© ¶¦«¡¦¢ª ­©¡¢£
⊆

¡¢©ª�¦� µ ¦© ©­££�©ª�� ¡¢
¼�±ª¡�¢ � ²�» ² ¸´� ¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª�� ¨�´¦¶¡�« ¨ �±�¥ �© ­¢¨�­¢��� ½´�¢ ª´� £«¡� ©¡Ê�
¡© ª¦Á�¢  ¦«£�« ª´¦¢ Â ¹ª´ ¡© ¢�ª ¡© ¢�ª ¡¢´�«�¢ª § ¨�­¢���» ² ��« ª´� �®¦¥¯ � ¡¢
� ¡£­«� � µ ª´� �®¦±ª ¨�´¦¶¡�« ¡© ¤�­¢� ½ ¡ª´ £«¡� ©¡Ê� Â²

£«¡� ©¡Ê� ± ¦©©�©�ª«¦¢©¡ª¡�¢© ¹∼= «­ �» ± ¦©©�©�ª«¦¢©¡ª¡�¢© ¹
⊆

«­ �»
2

­¢¨�­¢��� ­¢¨�­¢���
1 57/137 12/32
1/4 920/2060 18/47
1/16 29704/64436 18/47

³© ��É¢�� ¡¢ Ä¿� Ã�Æ �« Ä��¼� ÃÏÆ µ ª´� � ©¥ ¦  �©ª �¢± �©¡¢£ ��� � ¦¯¯«�® ¡¥ ¦°
ª¡�¢ �¤ª�¢ §¡� �© ¦ ª�� ±�¦«©� ¦¯¯«�®¡¥ ¦ª¡�¢ ² ¸´¡© ±�­ � ¨� ¡¥¯«�¶�� ¨§ ¥ ¦Á¡¢£
ª´� ¥ �ª´�� ¯¦«¦¥ �ª�«¡Ê¦¨ � µ  ¡Á� �­«© µ ¨§ ��É¢¡¢£ ¦ £«¡� �¢ ª´� ©¯¦±�© �¤ ¯� §°
´��«¦ ¦¢� ¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª¡¢£ ¯� §´��«¦

P
¨§ ª´� ©¥ ¦  �©ª ��� ¡¢± ­�¡¢£

P
½¡ª´

¡ª© �®ª«�¥� ¶�«ª¡±�© �¢ ª´� £«¡� ¡¢©ª�¦� �¤ ª´� ©¥ ¦  �©ª ��� ½¡ª´ ¡¢ª�£�« �®°
ª«�¥ � ¶�«ª¡±�© ² ¾ ¡ª´ ª´¡© �¦©¡ § ¡¥¯ �¥�¢ª¦¨  � «�É¢�¥ �¢ª µ ª´� ­©�« ±�­  � ¡¢����
¦�¦¯ª ¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª¡�¢© ª� ª´� ¦±ª­¦  �¢�¯�¡¢ª© �¤ ©ª¦ª¡± ¡¢ª�«¶¦ © ¡¢ ª´� ¢�ª ¹¤�«
ª´� ©¦¥ � ¯«�±¡©¡�¢ �¤ ¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª¡�¢ µ ©¥ ¦  �« �¢�¯�¡¢ª© «�¬­¡«� ¦ ©¥¦  �« £«¡�» ²

Í�½ µ �¶�¢ ½ ¡ª´ ª´¡© ¡¥¯«�¶�¥ �¢ª µ ª´� � ©¥ ¦  �©ª �¢± �©¡¢£ ��� � ¦¯¯«�® ¡¥ ¦°
ª¡�¢ ±¦¢¢�ª ¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª� ©�¥ � ¯� §´��«¦ ¦© ± �©� § ¦© ª´� �¬­¦¢ª¡Ê¦ª¡�¢� ¦¯¯«�®°
¡¥ ¦ª¡�¢ µ ¤�« ª´� ©¡¥¯ � «�¦©�¢ ª´¦ª ¡ª £ ¡¶�© ¦ ¢�±�©©¦«¡ § ±�¦«©�« ¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª¡�¢
½´�¢ ª´� ¯� §´��«�¢ ¡© ��É¢�� ¤«�¥ ¢�¢°��� ±�¢©ª«¦¡¢ª© ² ¼­±´ ±�¢©ª«¦¡¢ª©
¤«�¬­�¢ª § � ±±­« ¡¢ ¯«¦±ª¡±� ² ³ © ¦¢ ¡  ­©ª«¦ª¡�¢ µ � ¡£­«� ÂÃ ©´�½ © ª´� «�©­  ª© �¤
¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª¡�¢© ½ ¡ª´ £«¡� ©¡Ê�

k = 1
�¤ ª½� ©¡¥¯ � �®¦¥¯ � ¯� §´��«¦ ¡¢ � �¡°

¥�¢©¡�¢© ª¦Á�¢ ¹¯«� 	 �±ª�� » ¦¥�¢£ ª´�©� ±�¥¯­ª�� ¨§ ³ £�«¡ª´¥ Â ¤�« ª´� ¢�ª
� ¡£­«� Â² ��« ª´�  �¤ª ¯� §´��«�¢ µ ��É¢�� ¨§

{0 ≤ y, y ≤ x ≤ 3/4}
¦¢� ¯¡±ª­«��
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¡¢ ¨  ¦±Á µ ¨�ª´ ¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª¡�¢© §¡� � ª´� ©¦¥ � «�©­ ª ¹ª´� �­ª�« ª«¡¦¢£ �» ² �­ª ¤�«
ª´� «¡£´ª ¯� §´��«�¢ µ ��É¢�� ¨§

{0 ≤ x ≤ 1, x + y = 1}
¹ª´� ¨ ¦±Á �¡¦£�¢¦ »

ª´� � ©¥ ¦  �©ª �¢± �©¡¢£ ��� � ¥�ª´�� §¡� �© ª´� ¤­   ©¬­¦«� �¤ ©¡�� Â ¹½´¦ª�¶�«
ª´� £«¡� ©¡Ê�

k ≤ 1
±´�©�¢» µ ½´¡ � �¬­¦¢ª¡Ê¦ª¡�¢� §¡� �© ª´� �®¦±ª ¯� §´��«�¢ ²

1

y

0 1 x

1

y

0 1 x
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� ¡¢¦  §µ ¡ª ¡© ½�«ª´ ª� ¢�ª� ª´¦ª ª´� �¬­¦¢ª¡Ê¦ª¡�¢� ¥�ª´�� ¡© ¦¯¯ ¡±¦¨ � ª�
¸ÌÍ º© ª�� ¹½ ¡ª´�­ª ©ª�¯½¦ª±´�©» ² �ª ½�­ � ¨� ­©�¤­  ¡¢ ±¦©�© ½´�«� ©ª¦ª� ©¯¦±�
¦¨©ª«¦±ª¡�¢© ¦«� ´­£� ² �¢ ª´¡© ±�¢ª�®ª µ ¡ª ¯«�©�«¶�© ª´� ��� ©´¦¯� �¤ ¯� §´��«¦ ²

� ���� ��
���

¸´¡© ¯¦¯�« É«©ª ¡¢ª«��­±�© ¦ ©¡¥¯ � �®ª�¢©¡�¢ �¤ ¸ ¡¥� Ì�ª«¡ ¢�ª© ½ ¡ª´ � ©ª�¯°
½¦ª±´� ¦«±© µ ¦¨ � ª� �®¯«�©© ©­ ©¯ �¢©¡�¢ ¦¢� «�©­¥¯ª¡�¢ �¤ ª«¦¢©¡ª¡�¢© ­¯�¢ ±�¢°
�¡ª¡�¢© �¢ § ��¯�¢�¡¢£ �¢ ¥ ¦«Á¡¢£© ² ¸´� ¥���  ±¦¢ ¨� ©��¢ ¦© ¦ ©¡¥¯ ¡É±¦ª¡�¢ �¤
ª´� �À¸ÌÍ º© �¤ Ä�¿ÃÏÆ ² ¸´� ¤�¦ª­«�© �¤ �À¸ÌÍ º© ¹¡¢´¡¨ ¡ª�« ´§¯�«¦«±©» ±�­ � ¨ �
©¦¤� § ¥�«£�� ½ ¡ª´ ª´�©� �¤ ¼½¸ÌÍ º© ª� ±�¢©ª¡ª­ª� ¦¢ �®¯«�©©¡¶� § «¡±´ ¥��� ¡¢£
ª��  ¤�« ¦ ½ ¡�� «¦¢£� �¤ ¯«�¨ �¥ © ¡¢¶� ¶¡¢£ ¯«��¥¯ª¡�¢ ²

¸´� ¥ ¦¡¢ «�©­ ª �¤ ª´� ¯¦¯�« ¡© ª´� ¯«��¤ ª´¦ª ©ª¦ª� «�¦±´¦¨¡ ¡ª§ ¡© ­¢��±¡�°
¦¨ � ¤�« ¼½¸ÌÍ º© µ �¶�¢ ½´�¢ ¨�­¢��� ² ¸´¡© «�©­ ª ¡¥¯ ¡�© ¡¢ ª­«¢ ­¢��±¡�¦¨¡ ¡ª§
�¤ ¥ ¦«Á¡¢£ «�¦±´¦¨¡ ¡ª§µ Á°¨�­¢���¢�©© µ ¦¢�  ¡¶�¢�©© ¤�« ¼½¸ÌÍ º© µ ¦¢� ­¢��±¡�°
¦¨¡ ¡ª§ �¤ ¦   ª´�©� ¯«�¨ �¥ © ¡¢ ¦   Á¢�½¢ ©¡¥ ¡ ¦« �®ª�¢©¡�¢© �¤ ¸ÌÍ º© µ �¶�¢ ½´�¢
¢�ª© ¦«� ¨�­¢��� ² ¸´�©� ¯«�¨ �¥ © «�¥ ¦¡¢�� �¯�¢ ©� ¤¦« ²

³ ©�¥ ¡°¦ £�«¡ª´¥ ½¦© ¯«�©�¢ª�� ¤�« ±�¥¯­ª¡¢£ �®¦±ª «�¯«�©�¢ª¦ª¡�¢© ¤�« ª´�
©ª¦ª� ©¯¦±�© �¤ ¼½¸ÌÍ º© µ ©¡¥ ¡ ¦« ª� ª´�©� ¦¶¦¡ ¦¨ � ¤�« ª´� ¦¨�¶� ¸ÌÍ º© �®°
ª�¢©¡�¢© µ ¨­ª ¡¥¯ �¥ �¢ª�� ² ·®¯�«¡¥ �¢ª© ½ ¡ª´ ª´� ¡¥¯ �¥ �¢ª¦ª¡�¢ ©­££�©ª ª´¦ª
�®¦±ª ©ª¦ª� ©¯¦±� ±�¥¯­ª¦ª¡�¢ ª�«¥ ¡¢¦ª�© �¢ ¥¦¢§ ¯«¦±ª¡±¦  ¦¯¯ ¡±¦ª¡�¢© ²

� ¡¢¦  §µ ½� ¯«�¯�©�� ¦¢ �«¡£¡¢¦  ¥ �ª´�� ¤�« ±�¥¯­ª¡¢£ É¢¡ª� �¶�«¦¯¯«�® ¡°
¥ ¦ª¡�¢© �¤ ª´� ©ª¦ª� ± ¦©© £«¦¯´© ¤�« ¦ ± ¦©© �¤ ¨�­¢��� ¼½¸ÌÍ º© µ ¨¦©�� �¢
¬­¦¢ª¡Ê¦ª¡�¢ �¤ ª´� ¯� §´��«¦ ±¦¯ª­«¡¢£ ª´� ª�¥¯�«¦  ¡¢¤�«¥¦ª¡�¢ ² �ª §¡� �© ¥�«�
¦±±­«¦ª� ¦¯¯«�® ¡¥ ¦ª¡�¢© ª´¦¢ ¦¶¦¡ ¦¨ � ¥�ª´��© µ ¦¢� ¡ª© ¯«�±¡©¡�¢ ±¦¢ ¨� ¯¦°
«¦¥�ª�«¡Ê�� ² �ª ¡© ¦ ©� ¦¯¯ ¡±¦¨  � ª� ¸ÌÍ º© ²

¸´�­£´ ±�¢±�¯ª­¦  § ± �©� µ ª´� ¯«�¯�©�� ª�±´¢¡¬­�© ¦«� ¥�«� ��¥ ¦¢�¡¢£
ª´¦¢ ª´� ©¡¥ ¡ ¦« ª�±´¢¡¬­�© ­©�� ¤�« ¸ÌÍ º© µ ±�¥¯­ª¦ª¡�¢¦  §² Ì«�©¯ �±ª¡¶� ½�«Á
¦��«�©©�© ¦ £�«¡ª´¥ ¡± ¦©¯ �±ª© ¤�« ª´�¡« �Ë ±¡�¢ª ¡¥¯ �¥ �¢ª¦ª¡�¢ ²
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